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时间与空间复杂度

对应训练

算法竞赛入门指南：第一节“时间与空间复杂度”

练习 本课对应内容
P2242 时间复杂度 1 单层、双层循环与准确计数
P2243 时间复杂度 2 倍增、折半与多层循环
P2244 时间复杂度 3 搜索树、枚举子集、排列
P2245 空间复杂度 数组、同时占用与递归栈

时间复杂度与空间复杂度

时间复杂度用于描述算法的操作次数随数据规模增长的变化。空间复杂度用于描述算法
占用的空间随数据规模增长的变化。

例如，遍历一个长度为 n 的数组，需要访问 n 个元素。若用两层循环枚举所有位置对，
则需要进行 n2 次操作。

时间复杂度
操作次数随规模的增长

空间复杂度
空间占用随规模的增长

在做题前，我们需要根据数据范围估计操作次数和内存占用，判断当前做法能否满足题
目的限制。
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基本操作次数

本节的三组时间复杂度练习采用以下约定：

• 一次 work() 算一次基本操作。

• 循环判断、变量加一、赋值、普通函数调用等开销，在这些题里忽略。

• 1 秒最多允许 2× 108 次，即两亿次。

• 超过才算超时，恰好两亿次不超时。

200000000 次

左边及分界点
不超时

超过分界点
超时

以上约定只用于这三组练习。实际程序的运行时间还与具体操作、编译优化和评测机性
能有关。

例：单层循环

1 for(int i=0;i<5;i++){
2 work();
3 }

i = 0

做 1 次

i = 1

做 1 次

i = 2

做 1 次

i = 3

做 1 次

i = 4

做 1 次

在这段代码中，i 的取值为 0, 1, 2, 3, 4，因此 work() 执行 5 次。循环结束时还会判断一
次条件，但按本题约定，这次判断不计入基本操作次数。
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单层循环的次数

写法 i 的取值 次数
i=0;i<n;i++ 0 到 n− 1 n
i=1;i<=n;i++ 1 到 n n
i=0;i<=n;i++ 0 到 n n+ 1
i=1;i<n;i++ 1 到 n− 1 n− 1

步长为 2 的循环

1 for(int i=0;i<7;i+=2) work();

0 1 2 3 4 5 6

此时 i 的取值为 0, 2, 4, 6，共执行 4 次。注意，C++ 中整数除法 7/2 的结果是 3，不能
直接用它作为这里的循环次数。

顺序执行的循环

1 const int n=100000000;
2 for(int i=0;i<n;i+=2) work();
3 for(int i=0;i<n;i++) work();

第一段循环执行 50000000 次，第二段执行 100000000 次，总共执行 150000000 次，未
超过本题规定的上限。两段循环顺序执行时，总次数是两段次数之和。如果循环存在嵌
套，则需要计算外层每次执行时，内层分别执行多少次。
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双层循环

1 for(int i=0;i<4;i++){
2 for(int j=0;j<4;j++){
3 work();
4 }
5 }

i = 0 × × × ×

i = 1 × × × ×

i = 2 × × × ×

i = 3 × × × ×

j = 0j = 1j = 2j = 3

外层循环执行 4 次，每次都执行一次完整的内层循环。内层也是 4 次，因此总次数为
4× 4 = 16。图中每一格对应一次 work()。

若两层都做 n 次，总次数为 n× n = n2。

n work() 总次数 本题模型下
10000 100000000 不超时
20000 400000000 超时

内层步长为 2 的情况

若外层做 30000 次，内层从 0 开始、每次加 2、小于 30000，内层做 15000 次，总共
450000000 次，超时。
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内层次数不固定的循环

1 for(int i=0;i<n;i++){
2 for(int j=0;j<i;j++) work();
3 }

取 n = 5，每一行的长度不同：

i = 0

i = 1

i = 2

i = 3

i = 4

这一行 0 次

×

× ×

× × ×

× × × ×

总共 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10 次，不是 25 次。

把同样的三角形倒过来拼上去，就能得到一个长方形。因此一般情况的准确次数为

0 + 1 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2
.

n 准确次数 是否超时
20000 199990000 否
20001 200010000 是

两种代码的增长方式几乎一样，但是否超过两亿次，要按准确次数判断。
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时间复杂度的表示方法

一般使用大 O 记号表示时间复杂度。计算时保留主要增长项，忽略常数系数和低次项。

工作次数 常用复杂度 直观理解
5 或 100 O(1) 不随 n 增长
n 或 3n O(n) 数据翻倍，工作量约翻倍

n2 或 n(n− 1)/2 O(n2) 数据翻倍，工作量约变四倍
n2 + n O(n2) 数据大时，平方项决定主要增长

例如，操作次数为 n2 + n 时，随着 n 增大，n2 所占的比例越来越大，因此时间复杂度
记为 O(n2)。大 O 表示增长的上界，本讲义按主要增长项填写。

操作次数与时间复杂度

1 for(int i=0;i<n;i++) work();
2 for(int i=0;i<n;i++) work();

这两段循环共执行 2n 次，时间复杂度仍为 O(n)。不过，题目要求准确操作次数时，仍
应计算为 2n，不能省略系数。

准确次数
决定本模型是否超限

复杂度
描述随规模怎样增长

循环层数不能直接决定时间复杂度，还需要结合各层的执行次数。
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空间复杂度

空间复杂度练习 P2245 规定：内存上限为 64 MiB，程序已有 8 MiB 的固定开销。

单位或类型 本题约定
1 MiB 1024× 1024 = 1048576 字节

int 4 字节
long long 8 字节

unsigned char 1 字节

8 剩余 56 MiB 给题目列出的数组、递归栈等

固定开销

总占用严格超过上限才爆空间，等于上限不爆。题目中的 vector容量恰好等于长度，忽
略容器对象等额外开销；递归每层另计 64 字节，包括终止层。

这些是本题约定。真实环境要看类型大小、容器容量、分配与栈限制，不能默认程序始
终固定占 8 MiB。

空间复杂度与准确内存

固定几个变量是 O(1)，长度随 n 增长的数组是 O(n)，n 行 n 列的数组是 O(n2)。但是
否超过 64 MiB，要计算实际格数与字节数，不能只写一个大 O。
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数组占用的内存

1 vector<int> a(10000000);
2 use(a);

一千万格，每格 4字节，数组占 40000000字节；加上固定的 8388608字节，总共 48388608
字节，不爆空间。

二维数组

1 const int n=4000;
2 vector<int> a(n*n);

4000× 4000 = 16000000 格，元素占 64000000 字节。6400 万字节不是 64 MiB。加固
定开销后为 72388608 字节，超过 67108864 字节，爆空间。

多个数组

1 vector<int> a(3000*3000);
2 vector<int> b(2000*2000);
3 use(a);use(b);

数组共占 (9000000 + 4000000) × 4 = 52000000 字节，加入固定开销为 60388608 字节，
不爆空间。

内存限制的边界

1 vector<unsigned char> a(56ULL*1024*1024);

数组占 56 MiB，加上固定开销恰好为 64 MiB，不超过限制。若数组长度再增加 1，总
占用为 67108865 字节，超过限制。
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峰值内存

1 for(int i=0;i<20;i++){
2 vector<int> temp(10000000);
3 use(temp);
4 }

temp 在每轮循环结束时释放。因此任意时刻最多保留一份数组，不能把 20 轮的数组空
间相加。

第
申请一份数组

第
申请一份数组

第
申请一份数组

释放 释放

峰值仍是一份数组加固定开销，为 48388608 字节。在本题模型中不计已释放的内存。

递归栈

1 void f(int k){
2 if(k==0) return;
3 f(k-1);
4 }
5 // f(1000000)

调用从一百万一直到 0，同时存在 1000001 层。每层 64 字节，加固定开销，总共

1000001× 64 + 8388608 = 72388672 字节.

这个结果超过了本题上限。计算递归的时间时，需要统计全部调用；计算递归栈的空间
时，则统计同时尚未返回的调用层数。
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递归中的局部数组

1 void f(int n){
2 vector<int> temp(n);
3 if(n>1) f(n/2);
4 use(temp);
5 }
6 // f(8*1024*1024)

由于子函数返回后还要执行 use(temp)，当前层的 temp 不会提前释放。因此递归到最
深处时，各层的数组同时占用内存。

第 1 层：8388608 个 int，等待子函数

第 2 层：4194304 个 int，继续等待

第 3 层：2097152 个 int

一直减半，到第 24 层：1 个 int

元素总数为 8388608 + 4194304 + · · ·+ 1 = 16777215，占 67108860 字节。

还有 24 层栈，共 1536 字节，最后加固定开销：

67108860 + 1536 + 8388608 = 75499004 字节.

总占用超过 64 MiB，所以会超出空间限制。这里需要同时计算所有仍未释放的数组、递
归栈和固定开销。

递归的时间与空间

深度为 k 的二叉递归可能有约 2k 次调用，但深度优先执行时，一次只沿一条根到叶子
的路径等待返回；若每层只用固定空间，递归栈为 O(k)，不是 O(2k)。
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练习

以下时间题只统计 work() 的执行次数，上限为 2 × 108 次。空间题的上限为 64 MiB，
固定开销为 8 MiB。

练习 1：两段循环

1 const int n=10000;
2 for(int i=0;i<n;i++) work();
3 for(int i=0;i<n;i++)
4 for(int j=0;j<n;j++) work();

写出准确次数、常用时间复杂度，以及是否超时。

练习 2：只改一个符号

1 for(int x=1;x<=32;x*=2) work();

写出每次进入循环时 x 的值。把小于等于改成小于后，次数怎样变化？

练习 3：叶子与全部节点

二叉搜索从 dfs(3) 开始，每层分两路，到 0 停止。只在叶子 work 与每层都 work，分
别做多少次？

练习 4：内存

1 vector<long long> a(8000000);
2 use(a);

写出元素占用、峰值总占用，判断是否爆空间。

练习 5：循环与递归

循环二十轮，每轮申请数组、使用、释放；递归二十层，每层申请数组且等子函数返回
后才释放。这两段程序的峰值内存为何不同？
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课堂练习参考

1. 10000 + 100000000 = 100010000 次，O(n2)，不超时。准确计数保留两段，复杂度
只留下主要增长项。

2. 1, 2, 4, 8, 16, 32，共 6 次；改成小于后共 5 次，增长方式均为 O(logn)。

3. 只在叶子共 8 次；每个节点共 1 + 2 + 4 + 8 = 15 次。

4. 元素占 64000000 字节，总共 72388608 字节，爆空间。

5. 循环每轮结束就释放，最多一份数组；递归深入时上层尚未返回，可能有二十份
数组同时存在，还需加递归栈。
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